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ЗНАЧЕНТЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХЪ ПОСТРОЕНТЙ. 
въ тригонометрии. 


Известно, что каждой геометрической задачь на построенйе соот- 
вфтствуетъ вполвз опредфленная тригонометрическая задача и обратно. 
Если разсматривать только тв задачи, которыя рзшаютея циркулемъ и 
линейкой, то для рзшешя Фигуръ съ помощью тригонометр!и можно 
указать два способа. 

Первый и обычный способъ состоитъь въ томъ, что изъ чертежа 
{а иногда и безъ чертежа), на основаши хормулъ треугольника, полу- 
чаютъ столько уравневй, сколько выбрано неизвЪстныхъ; комбинируя 
эти уравнен1я, доходятъ до опредьлен1я искомыхъ. Второй способъ со- 
стоитъ въ томъ, что сначала находять рьшен1е соотвЪтствующей гео- 
метрической задачи; именно, проведенемъ вепомогательныхъ линий (спрям- 
лешемъ, перенесенемъ частей хигуры, вращешемъ ихъ около оеи, обер- 
тыван!емъ) данную задачу приводятъ къ боле простой задачЪ такъ, какъ 
это дьлается въ геометрическихъ задачахъь на построенше; вновь полу- 
ченную задачу рБшаютъ тригонометрически или непосредственно, или 
примзняя первый способъ сравнительно въ боле легкой хорм$; ре- 
зультать или даеть искомое сразу, или требуетъ небольшого добавочнаго 
вычисленя. Первый способъ основанъ на болЪе или мензе удачномъ 
сочетанш Формулъ; второй—главнымъ образомъ на умЪньи пользоваться 
геометрическими методами построенмя. Вея сила перваго епособа обна- 
руживается за тёми предвлами, которыми мы себя здЪеь ограничили; 
напротивъ того второй способъ имъетъ наибольшую силу именно въ этихъ 
предзлахъ—приблизительно въ курсахъ среднихъ учебныхъ заведений. 

Еъ сожальн!ю, учашеся совершенно не пользуются вторымъ спо- 
собомъ для рьшен1я тригонометрическихъ задачъ и въ этомъ отношени 
знане геометрическихъ методовъ пронадаеть у нихъ даромъ. Обращая 
вниман!е на это обстоятельство, авторъ вовсе не стремится уменьшить 
значен1я комбинированйя Формулъ, а только хочетъ указать на ел5дующуе 
выводы, которые ниже, думается, достаточно выяснены.” х 

1. Когда примзнимы оба способа, именно, когда данныя и искомыя 
образуютъ хигуру и не удалены другъ отъ друга настолько, что стано- 
вится неизбъжнымъ ихъ сближен!е геометрическими” премами, второй 
способъ вообще даетъ результаты болъе простымъ "и короткимъ путемъ. 
Примъры: 1, 2, 5. 
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2. Вопросы, допускающие, повидимому, только первый епособъ, 
очень р5дки и должны быть отнесены къ частнымъ случаямъ. Въ самомъ. 
дДЪлЪ, появлен1е задачъ, обманчиво не поддающихся чисто геометрическому 
рьшен1ю, происходитъ отъ нашей ненаходчивости въ построемяхъ. Въ. 
этихъ случаяхъ чисто геометрическую задачу слЪдуеть р®шать съ по- 
мощью тригонометрии. Прим$ры: 3, 4. 

8. Въ огромномъ большинетвЪ случаевъ данныя и искомыя такъ 
удалены другьъ отъ друга, что оближене ихъ становится необходимымъ— 
въ этихъ случаяхъ тригонометрическая задачи, за рЪдкими исключен1ями, 
ршаются только вторымъ способомъ. Примвры: 6, 7Т и частью 8. 

Для пояснен1я сказаннаго достаточно сл5дующихъ примзровъ, кото- 
рые передвланы въ двухъ хормахъ, геометрической и тригонометрической. 


1. Рюииить треуюльникь, зная А, а, Б-с. 

Фиг. 21. Рьш. вом. Ломаную ВАС (чиг. 21) 
выпрямимъ въ прямую ВАС,; тогда уголъ 
С, равенъ половинз угла А. Такъ какъ А 
отетоить одинаково оть Си С,, то задача, 
приведена къ слЪд.: „построить АВС,С, 
зная ВС,, ВС и С,“. Точка С опредвлится 
пересвченемъ дуги и прямой С,С. 


Рьш. триюном. Выпрямивъ ломаную- 
ВАС въ прямую ВАС,, рьшаемь ДВС,С 
| по двумъ сторонамъ и углу и находимъ 


(6-5). зы 
аа а 
ная, чёмъ та*), которая получится при рёшени ДАВС обычными спо- 

собами. Опредъливъ С, легко рёшить весь ЛАВС. 
То же самое встрётимъ, рьшая треугольникъ по даннымь А, 4, 


$-—си А, 6, ас. 








— Формула для опредъленя С, не менфе удоб- 





2. Рюшиить треуюльникь, зная А, и и 2р. 
Риш. вом Выпрямымъ ломаныя АВС и ВСА (иг. 22) въ прямыя 
Фиг. 52. ЕВС и ЕСВ; тогда : 


н ДЕАЕ=905--1, ЕЕ=Эр. 


Такъ какъ точки В и С рав- 
<  ноотетоятъ отъ точекъ А и®-А 
Е иЕ, то вопросъ приведенъ къ 














-ровта 
о» ИЩУ Е — получается отъ сложевя `равевствь 
6 ЭВ „с ЭС | 
а ЗшА а ВА‘ 
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построению треугольника по основано, противолежащему углу и высот® 
(ЕЕ, ХЕАЕ и АБ). Отложивь ЕЕ=2р, найдемъ точку А въ пересёчени 
параллели основан!я и дуги, виБщающей извЪетный уголъ. 


Рьш. триюн. Выпрямивъ ломаныя АВС и АСВ, получаемъ ЛЕАЕ, . 
въ которомъ углы Е и Е вдвое мене угловъ Ви с; поэтому вопросъ 
приводится къ рьшеню ДЛЕАЕ по основан!ю, противолежащему углу” и 
высот®. Примфняемъ къ рёшеню ЛЕАЕ обычный епособъ и находимъ: 


ЕО—свЕ и ОЕ-АовЕ, [60] 
откуда 
= — эыею_ ь 
но 





ваше вы (В бок звьвизше = 1бов(Е--Е)-—Сон ЕЕ); 
сдфлавъ подетановку, получимъ: 


°А 
а Сову_ 


—— (8) 


Изъ этого уравнев1я опредзлится ЕЕ, а слВд., углы В и С. 
Для сравненя обоихъ способовъ рёшеня хигуръ приводимъ рёше- 


зе по первому способу. | 
Изь ЛАБВА и СВА находимъ: 


В--О)вло— ВШВ-Е8О] 


Соз(Е—Е)— Вы -= 








во 06= 

















ЭЗшВ.ЗшС ЭшВ.ЗшС ’ 
откуда 
ра. ВЕС ВС ВС. 
р’ 25 р) | с о) --Соз 5) ] 
ЖЕ ЗшВ.ЗтС 
или 
Эбово.. 260». Созс° 
2р_ 
р ) 
№ д Сов оо 
откуда 
А 
Эр __ Сову- 
ВНР" 


Эт 9 Вт— 


2 
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Это ‘уравневе сходно съ ур. (2); почти вся работа является лишн- 
нею сравнительно съ вышеуказаннымъ рёшенемъ— остальное одинаково 
для обоихъ способовъ. 


8. Построить трефдольникь, зная 2р, № и В—0. 


Эта задача принадлежитъь къ тёмъ, весьма немногимъ, задачамъ, 
которыя должны имЪть чисто геометрическое рьшеше, но которымъ, 
насколько извЪетно автору, такого ршен1я еще не дано*). Покажемъ 
вкратцв, какъ сдЪлать требуемое построене съ помощью тригонометрии. 


Въ урав. (3) полагаемъ Е— Е=я, о =? и етроимъ прямую в, удо- 

влетворяющую уравненю #=—С0з9. Тогда получимъ 
#—р5шд=/,Созх, 
откуда 
эт Эт—2тЭтя--?= 
гдЪ прямыя 7, ® и 4 опредъляются уравнен!ями: 
= рз-- 1 ?, И, 925-12. 
Прямыя 2, ® и 4 построить легко. Затвиъ 


Е ПУ им 
А 
782 





*) Когда статья была уже набрана, авторъ прислаль нижесл$дующее рёшеше 

этой задачи. 
Выпрямимь АВС и АСВ (см. фиг. 22) въ прямыя ЕВС и ЕСВ; тогда углы 
ЕиЕ суть половины угловъ В и С; сл$л., разность Е—Е извЪфстна, и задача при- 
ведена къ слБдующей: „построить треугольникъ, зная @, #, и В-С“. (Эта задача 
есть у Петерсена и у меня за № 314 и 450). Посл$дняя задача рЗшается сл$лую- 
Фиг. 983. щимъ образомъ. Треугольникъ ВАС (фиг. 23) 
перевернемъ въ положеше ВА,С; прямыя ВА 
и ВА, перенесемъ параллельно въ А.К и АК. 
° Такъ какъ АА, || ВСи ВО=ОК, то легко дока- 
° заль, что КЕ=ЕС, а потому ДКОВ прямой и 
КС равно 2; слд., прямая ВК извфетна. 
Такъ какъ ДАВА.=В—С, то ДВА изв$- 
стенъ; поэтому, описывая на ВК дут, вмфщаю- 
щую этотъ послБднйй уголъ, обрели А въ 











пересЪчени параллели АА, съ дугою. 

Грилон. уъшете. Можно рзшить ЛВАК по основанйо \ К, углу ВАК и 
угламь АОК и АОВ, которые опредфлятся послф рьшеня” АКОЕ, въ которомъ 
извЪстны ОК и ОЕ. (Волвь удобное рзшеше, основанное на геометрическомъ по- 
строеши, показано въ примЪрЪ за № 2— см. ур. (3)). 
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Построимъ прямыя, опредфляемыя сл5дующими уравненйями: 


у—и?—т4, 2—4, Ри уе. 
Тогда одно изъ рьшен! будетъ: 


Е 
=. 


Для построенля угла. 2 строимъ Л ОНТ, въ которомъь Н=90°, @Н=, 
НИ =т; затзмъ опускаемъ НК | СГ. Тогда 


: К 
9117—=—т у 


откуда легко построить 4, а затъмъ и весь треугольникъ. 


4. Построить треуюльникь, зная а, т, и ВС. 
Эта задача такова же, какъ и предыдущая. Построеше можно едЪ- 
хать, руководясь уравненемъ 


227 —2Мох- Ню =0. 


5. (0% вершины В мачты корабля видень озонь маяка СЪ под умломь 
`@ 65 юризонтальной плоскостью; изображене ощя видно изь В под умюмь 

Фиг. 24. 8. Опредьлить вылиину отя надь уровнемь моря, если 
вершина В находится оть уровня моря вь разстояни, 
‘равномь №. 


Рьш. 1еом. Повернемъ АСВН (Фиг. 24) въ по- 
ложене ЕВН; тогда можно построить ЛЕВЕ, такъ 
какъ ЕЙ, / ЕВЕ=—я9 и ХЕЕВ—90°- а. За- 
тЪмъ уже Можно построить АНВЕ. 





Рьш. триюн. Сдвлавъ, какъ сказано, изъ ЛЕВЕ 


находимъ 
ке 2038 
ны ЕЕ Зт(8—а) › 
но такъ какъ 
ЕН=ВЕбшва, 
то 
со— _ 2 СозВ та 





а) |” 
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Рьшене, не опирающееся на, геометрический методъ повертывавя, 
основано на преобразовани равенства ЕН—НС=2й и нЪсколько трудн%е. 
Вмьето угловъ а и В, могло быть дано ЕВ ВС и СЕ; рьшеше 
не перем%нится. 


6. Рюшить трапешю АВОСЬ, зная сторону СПО, уюль между 0а- 
зоналями, медину непараллельныхь сторонь и разстояще параллельныхь 
еторонь. 


Фиг. 25. Рьш. вом. Перенесемъ параллельно 
ВО въ СЕ (Фиг. 25); тогда въ ЛАСЕ бу- 
дутъ извзетны: основане АЕ, высота и 
ХАСЕ. Построивъ такой  преугольникъ (см. 
№ 2), легко опредвлить точку 0, описы- 
вая окружность изъ центра С, а затвмъ— 
и вею хигуру. 





Риш. триюн. Перенесемъ ВШ въ СЕ; тогда подобно № 2 можно 
рёшить ЛАСЕ; послБ этого АС, ЕС, ХСАШО и /ВОА (а, слд., и 
ССОРА и (ВАО) стануть извзетны и легко рышить всю трапецю. 
Безъ помощи геометрическато построен1я задача едва ли р%шается, 
такъ какъ безъ перенесен1я трудно ввести въ Формулы данный уголь. 


7. Рьииить четыреуюльникь АВ СО, зная дсионали, прямую, соединяю- 
щую средины АВ и СО, умы А и П. 


Риш. вом. Перенесемъ параллельно АВ въ СЕ и ВР вь ЕЕ (Фиг. 
26); тогда составится параллелограммъ ВЕЕО, который легко построить, 


Фиг. 26. такъ какь въ ЛВЕЕ извфетны три сто- 
Е роны (ВЕ=2ММ). Такъ какъ прямыя 
м ЕЕ и ПЕ видны изъ С подъ извзетными 


углами, то точка С опредвляется пере- 
съзченемъ двухъ дугъ. Остается обралт- 
ное перенесене. 


Рьш. триюн. Напраено было бы 
рьшать эту задачу первымъ способомъ, 
такъ какъ данныя, не составляя опред%- 
ленной Фигуры, находятся въ положеши, 
изъ котораго едва ли возможно извлечь 
уравненя. Но, сдвлавъ перенесеше, мы 
можемъ рёшить хигуру ОВЕЕ. Въ самомъ дёль изъ ЛВЕЕ можно найти 
уголъ Е, а, слёд., и /ОЕЕ; полагая затвмь ЕЕС=У, ОЕС=Х, РЕКЕ, 
ЕЕ=т, РЕ, находимъ: 


СЕ вВш(А-У) СЕ _З(-х) 


т  БША тп шо 














) 


откуда 
п __5ш0. 5щ(А-У). 
т ЭША. Зи(О-ЕХ)? 
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подставляя Х=Е— У, получимъ 


изш(о--Е) —пшо 
— пбоз(о-+-Е)-Ет8шо.СоюА" 


Посл ВБИ Уи х легко решить ЛОСЕ и ЛЕСЕ и найти 
вс5 искомыя части. Способъ рёшенйя существенно не измфнится, если 
вмзсто ММ данъ уголъ между АС и ВО. 


Обращаемъ вниман!е на цзлый рядъ весьма интересныхь задачъ 
подобнато же рода*). Переводя эти задачи на языкъ тригонометрии, 
легко убздиться, что въ огромномъ большинетвв случаевь ихъ можно 
`’ рьшить только съ помощью геометричеекихь построенй, первый же 
©пособъ, если и дасть уравнеше, то въ большинствв случаевъ или очень 
сложное, или съ трудомъ разр®шимое элементарными пр1емами. Въ виду 
интереса, представляемаго этимъ вопросомъ, беремъ совершенно наудачу 
ещё одинъ прим$ръ изъ указаннаго ряда задачъ (№ 442). 


у 





8. Даны два круа О \ 0,. Провести два параллельные радзуса 
ОА и О.В такь, чтобь они изь данной точки С были видны подь рав- 
ными умами. 


Риш вом. Умножимь ДАОС на отношеше О,В:ОА (въ данномъ 
случаВ на 1:2), и перенесемъ его параллельно такъ, чтобъ точка О, не 
мънявшая мзета, пришла въ О,, а новое положенше точки Ар—въ точку 
В. Тогда точка С придеть въ точку 0, положеше которой известно, 

такъ какъ 


Фиг. 27. ДоО,Е= 2600, 


р0,=С0:(А0:0,В). 
Такъ кавъ 
ХООВ= /0,СВ, 


то точки О, С, Ви 0, лежать 
на одной окружности. Поэтому 
можно опредзлить точку В, про- 
водя окружность черезъ точку С, 


Ри 0.. 





Триюнометрическая Форму- 
ла и рёшене будутъ слфдуюция. 


ее. радусы двухъ кру- 








*) „Методы рЪшенй геометрическихъ задачъ на, построе 104. И. Александрова, 
№№ 378—461, изд. 3-е. ‹ 

„Методы и теор!и геометрическихъ задачъ на а Ю. Петерсена, 
№№ 246—335. 





которой оть О и 0, даны, параллельные ралусы ОА и О.В видны подъ 
равными углами. Вычислить эти углы. Преобразовавьъ ЛАОС вь ДО,ВО, 
замфчаемъ, что можно рёшить ЛСО,О, такъ какъ въ немъ` извзетны 
дВЪ стороны и уголь между ними (/С0,0= /ОСО,, который вычис- 


ляется изъ ЛОСО,). Затёмъ по хормулБ В= можно вычислить 


а 
28шА 
радлусъ круга, описаннаго около ЛСО,Р. Посл% этого въ ДВО,О будутъ. 
извЪетны дв етороны и рад1усъ описаннаго круга—такой треугольникъ. 

ТВетить легко. 
Обычный премъ рьшен!я даеть сльдующий отвЪтъ. Пусть 


ОС:ОА=т, О,В:0.С=и, /С00,=а, СО. Е=}, /АО0О,—=, ХАСО=У. 
Изь ЛАСО и ДВО,С получиуъ: 
т—=(С03(2—а)--Зщ(х—9).Союу, я=Соз(1—В)--Эщ(х—В).Сосу. 
Исключая изъ этихъ уравненй Соу, получимъ 


`т— Соз(х—9)__ и—(С03(2—8) 





$1(2—4) — 5ш(2-—В. 
или 
т5ш(2—В)—иЭт(&—а = щ(а— В). 
При неравныхъ 7 и ® это уравненйе очень сложное, но изъ него 
можно опредълить 815. И. Александровь (Тамбовъ). 


ЦЕНТРОБЪЖНАЯ СИЛА. 


Если матерлальная точка движется равномфрно по кругу, то уско- 
рене при этомъ движени направлено къ центру и равно квадрату ско- 
рости, раздьленному на радусъ. Произведене массы движущейся точки 
на это ускореше равно той силЪ, которая способна произвести это кру- 
говое движене. Эта сила направлена къ центру и называется цениро- 
отремительною. 

Фит. 28. Возьмемъ стержень, на кото- 
ромъ надфто кольцо С (хиг. 28), 
свободно скользящее по стержню. 
Сообщимъ стержню и кольцу оди- 
наковую скорость по етой 
длины стержня отъ А къ В. Дви- 
жеше будетъ равномфрное, прямолинейное, кольцо будеть сохранять свое 
положеше на стержн®. Приложимъ теперь къ стержню (но не’къ кольцу) 
нЪкоторую силу по направлен!ю движеня. Скорость стержня возрастаетъ, 
скорость кольца остается прежняя. Отсюда произойдетъ 0, что кольцо. 
С будетъ передвигаться по стержню въ сторону образную общему дви- 
женю, т. е. будеть приближаться къ краю А. 
Положимъ теперь, что мы замедляемъ движение стержня. А такъ. 
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какъ скорость кольца С остается прежнею, то оно будетъ передвигаться 
по стержню по направленю движен!я, т. е. будетъь приближаться къ 
краю В. 

Итакъ съ измфнешемъ скорости стержня кольцо С передвигается 
по стержню; ускорен1е относительнаю движеная кольца С равно по ве- 
личинЪ, но противоположно по направлен1ю, ускорен!ю стержня. 

Примзръ кольца со стержнемъ поможетъ намъ выяснить дальнзйшее 
общее положене. 

Возьмемъ произвольную систему матер1альныхъ точекъ и приведемъ 
ее въ произвольное неравном$рное движене. Въ какой нибудь моментъ 
освободимъ вакую нибудь матер1альную точку С отъ ея связей съ дру- 
гими точками и отъ дзйствующихъ силъ. Точка С, сдвлавшиеь евобод- 
ною, сохранить пр1обрзтенную скорость, а система будетъ продолжать 
двигаться неравномврно. Велвдетве этого точка С будетъ перемвщатьея 
относительно остальной системы матер1альныхъ точекъ. Ясно, что уско- 
рен1е этого относительнаго движеня равно и противоположно тому уско- 
реншю, которое имЪла бы эта точка С, если бы она была связана съ 
остальною системою. Сила, способная произвести подобное относительное 
движеше, называется силою инерщи. Эта сила равна и противоположна 
по направлен!ю сил, дВйствующей на точку С. 

Положимъ теперь, что матерлальная система движется равном5рно 
около постоянной оси. Сила, дЪйствующая на каждую точку, направлена 
къ центру круга, описываемаго этою точкою,—это центростремительная 
сила. Сила инерши равна центростремительной сил, но направлена въ 
противоположную сторону. и потому называется центиробъжною силою. 


Центробъжная сила, есть сила инеризи, развивающаяся при измъ- 
неми направленя движеная. Проз. В. Ермаков». 


ФОРМУЛА СФЕРИЧЕСКИХЪ ЗЕРКАЛЪ. 


Въ настоящей замфткЪ излагается выводъ Фхормулы, позволяющей 
съ легкостью судить о степени точности при опредЪлен!и хокуснаго раз- 
стоян1я по обыкновенной формул для схерическихь зеркалъ. 

Фит. 99. Пусть будетъ да- 
но ехерическое зеркало 
(выпуклое) (Фиг. 29), С 
его центръ, АС глав- 
наяось, А-севЪтящанся 
точка, В— точка пере- 
оБченя 1 1 
отраженнаго “луча съ 
осью, Х№—точва пере- 
съченя ‚оси съ каса- 
ельной къ схерЪ про- 
\ ‘веденной въ плоскости 

чёртежа черезъ точку 
Г паденя луча. Такъ 
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какъ А, Х, Ви С гармоническ!я точки, ибо прямыя ОХ и РС внутрен- 
нй и внъшн! биссекторы угла АОВ, то 

АХ 20 

хв СВ’ 

Пусть } 
АХ—=а, ХВ=Р, ХО=0 и /ОбА—а, 
тогда 

ыы 
рат" 


Пусть точка дьлешя ХС пополамъ будеть К’ и пусть АЕ и 


ВЕ’; имъемъ 
ЖИ 2 : 
те ти 


Пусть Е есть точка, удаленная отъ центра С на разстояше " гдз 


РУ 
7 радтусъ ехеры. Будемъ опредзлять положенйя точекъ А и В относительно 
точки Е; назвавъ разстояв1я АЕ и ВЕ черезъ хи У, имъемъ 


Х=я—2 и У=у—2; 
ГВ, 
Эша / 


ИИ 2. 
иЕЕР= = РТР бош 


Подставивъ значеня 2’ и 9’ въ уравнеше (1), получимъ 


=») + и 


При сумм 2--у поставлено два знака +; - относится къ вы- 
пуклому зеркалу, —же къ вогнутому. 
Выводъ Формулы (2) и составляетъь цфль настоящей замЪтки. ух 
Заз”, 
@ очень малый уголъ, величиной а [+ (#-РУ)] можемъ пренебречь и 





тогда получимъ хормулу Ньютона: 


2 
4 7. 
ны. 


Опредзлен!е хокуснаго разстоявйя у по *ормуль (3) сопр ов ж 





и для вогнутаго зеркала, 


гдБ 


В?" /, 
= 


По м5рз увеличеня х величина ошибки уменьшается и прибли- 
жается къ +73. Если я около 5°, В—=0,002 и предвльная величина 
ошибки -—-0,0027т. Въ случа вогнутаго зеркала, какъ абсолютная ошибка 


Ду, такъ и относительная ДУ могутъ достигать большихъ значевй 
у 





Соза ' 


при малыхъ величинахъ 1; тогда ошибкой нельзя пренебрегать, иначе 
сказать, для малыхъ величинъ 1 вогнутое зеркало обладаеть большою 
схерическою аберращею и хормула (3) уже, не пригодна. Когда #=0, 


ы 
т Вогнутое зеркало обладаетъ наименьшей схерической абер- 


у 
<, ибо тогда ЛУ близко къ 0. 


‘рашей для значенй х близкихъь къ р) 
Прох. Н. Слуииновь (Казань). 


ПО ПОВОДУ 11-й АКСТОМЫ ЭВКЛИДА. 


Теор!я параллельныхъ прямыхъ, построенная Эвклидомъ на изв%- 
стной его 11-й акс1омв, издавна обращала на себя вниман!е геометровъ, 
такъ-какъ упомянутая акс1ома не можетъ считаться очевидной. Съ начала, 
Ув. поР. Х. (Прокль) до настоящаго етолёт!я включительно (Лежандр, 
Шультень и др.) геометры старались найти теорему, доказательство ко- 
торой могло-бы служить для вывода акс1омы Эвклида, какъ слЬдетвя. 
Съ этою цфлью мног!е старались доказать теорему: сумма внутренних 
Улювь треуюльника равна двумь прямымь, не ссылаясь на свойства па 
раллелей. Академикъ Буняковскй, разсмотрзвъ важнфЙйпия попытки, сдЪ- 
ланныя до него въ этомъ направлени, показалъ несостоятельность: каж- 
дой изъ нихъ*). Въ его книг однако не ветрёчается доказательства 
той-же теоремы, придуманнаго извЪстнымъ англйскимъ мал атикомЪ 
Гамильтономь. Считая это доказательство не безъинтереснымЪ для лицъ, 
незнакомыхъ съ нимъ, привожу ‘его здёсь въ томъ видв какой придалъ 
ему прох. Кази**). 








х 


*) Буняковсый, Параллельныя лини. Сиб. 1853. 
**) Сазеу. Тье Ееше!з оё ЕиеНа. 1889 г. 
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Въ треугольник АВС продолжимъ сторовы ВА, СВ и АС соотвЪт- 
ственно до точекъ О, Е и Е, такъ чтобы 
А О=АС, ВЕ—ВО, СЕ—=СЕ. 
Фиг. 30. Образовавпиеся внёшше 
Аа углы треугольника обозначимъ 
Е | черезъ А’, В’, С’ (Фиг. 80). По- 
/ м вернемъ сторону АС около вер- 
/ те г `Е шины А на уголъ А’, т. е. до 
; ; В» и совпаденя ея съ АО; затфмъ 
| А | прямую ВО повернемъ на уголъ 
Г ПРИ И т В’ около вершины В до совпаде- 
` АЕ ня ея съ ВЕ; сторона АС при- 
В метьъ тогда положене А.Е; по- 
вернувъ, наконецъ, прямую СЕ 
около С на уголъ С’, т. е. до совпадешя ея съ СЁ, приведемь сторону 
АС въ положеше А, Е. Такимъ образомь сторона АС, отр$зокъ прямой 
АЕ, посл вралценя въ одну сторону на уголъ А’ В’ С, заняла поло- 
жене А,Е на той-же прямой, изъ которато она, однимъ передвижешемъ 
по АЕ, "безъ вращен!я, можетъ быть приведена въ первоначальное поло- 
жеше АС. Сльд. уголь врашешя А’ В т: но сумма трехъ паръ 
смежныхъ угловъ а в поэтому сумма внутрен- 
нихъ угловъ треугольника А--В-С= 


Въ чемъ заключается слабая Обе этого доказательства? 
Дм. Ефремовь (Иваново-Возн.). 











ПРИЛОЖЕНТЕ ОГИБАЮЩИХЪ лин 


къ рёшеню планиметрическихъ задачъ на построен1е. 


На стр. 240 „Журнала Элементарной Математики“ за 1884 годъ 
напечатанъ „отвфтъ редакщи“ такого содержаня: 


„Въ редакцию н%зсколько разъ обращались за разъясненями по поводу 
„задачи: Черезъ данную точку провесть прямую такъ, чтобы ея отрЪ- 
„ЗокЪ, заключенный между сторонами даннаго угла, имЪлъ данную 
„длину.—Ваши замфчан1я, что задача въ общемъ видь не можеть быть 
„рвшена при помощи циркуля и линейки, совершенно вЪрны...... Вели 
„отрфзокъ на одной изъ сторонъ угла обозначим черезъ д и выразимь 
эего черезъ данныя величины, то получимъ уравнене четвертой. 6тепени. “ 

Дъйствительно, если данный уголь АОВ, данная точка, М (Фиг. 31) 
(вн® или внутри угла) и лия МО искомая—такъ что отрёзокъ- 'СЛ иметь 
данную длину а, то, проводя МЕ параллельно ОВ, получаемъ два подоб- 
ные треугольника МСЕ и ОСЬ, изъ которыхъ съкует ся 


00 _ МЕ 


со — мб 
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Поставивь Ор=х, МС=у, МЕ, и 
МО—и, эту пропоршю можемъ записать въ 
видЪ: 


НЕ 
Изъ треугольника МОР им5ется: 
(ура = же .. . (2), 


гдз с есть проекщя отрззка ОМ на линшю ОВ. 
Подставляя величину у изъ 1-го уравненйя во 2-е, получаемъ 








(+ ое 2, 


откуда слвдуеть: 





2-Е ел (7?— а”) 5—4 


Рьшен!е этого уравнен!я средствами начальной алгебры, равно какъ 
и построенйе, согласно началамъ Евклида, невозможно. Но эти затрудне- 
ня устраняются, если приложить для построеня огибающую лин!ю. 

Тутъ является вопросъ: что называется огибающею лин1ею? 

Если какая либо линшя Г движется по извЪетному закону, — сохраняя 
или измфняя при этомъ свою Форму, —то воз ея смежныя положен!я Г, 
1, [....... пересвкаются вЪ точкахъ, которыя образуютъ въ ‘совокуп” 
ности своей нъкоторую линю К, касалтельную ко всъмь положенямь дан- 
ной кривой. Такая лишя К ‘называется огибающей. 

Такъ, если окружность Г движется такимъ образомъ, что центръ 


прямой Р 


ея находится постоянно на данной | то лин!я, огибаю- 


окружности О 
щая всЪ положення, занимаемыя движущеюся окружностью, будетъ со- 


прямыхъ параллельныхъ прямой Р 
стоять изъ двухъ 
окружностей концентрическихь съ окружностью О 


Если къ какой либо кривой К провести возможно большее чиело 
касательныхъ Т, Т,, Т......., то лишя К будетъ огибающею лишею 
воЪхъ касательныхъ, и вообще можно сказать. что всякая кривая есть 
обающая линля всъть своижь касательныхь. 

Этимъ указанемъ пользуются весьма часто для вычерчиван!я самихъ 
кривыхъ, наприм$ръ строя, на основан теоремы Бр1аншона, по’ я 
даннымъ касательнымъ н»которой кривой второй степени— шестую. 

Теперь возратимея къ нашей первоначальной задачь. > 

Сначала выполнимъ часть условя, именно проведемъ, „произвольную 
прямую такъ, чтобы отр®зокъ ея между сторонами даннаго угла АОВ 
(Фиг. 32) им ль данную длину а. Такихъ прямыхъ. ‚бе Численное мно- 
жество, а для построеня н%Ъкоторато числа и на одной сторон 
угла выбираемъ произвольныя точки 1, 2, 3.. и’радусомъ равнымъ 
данной длин а пересвкаемъ другую сторону "угла въ точкахъ Г, П, 






Ш......., прямыя Т1, 
П2, ШЗ.... суть тре- 
буемыя. 

Потомъ  прово- 
димъ кривую К такъ, 
чтобы она касалась 
всзхъ прямыхь ПШ, 


П2, 1Ш8.....; это и 
есть ихъ огибающая, 
имъющая, притомъ 


то свойство, что от- 
р%зки всоъхъ ея каса- 
тельныхъ, заключен- 
ные между сторонами 
угла АОВ, имЪютъ 
длину а. СлЬд., если 
черезъ точку М про- 
вести—простымъ при- 
ложенемъ линейки— 
касательную ММ къ. кривой К, то длина ея отрЪзка между сторонами 
угла будетъь 4, и ливня ММ есть искомая. 


Остается сказать нЪсколько словъ о кривой К. 


Она имъетъ четыре вЪтви, для построен1я которыхъ стоитъ только 
продолжить стороны угла и въ каждомъ изъ полученныхъ угловъ повто- 
рить то же самое построен!е, что и прежде. Кривая имъетъ четыре точки 


Фиг. 33. 








возврата 8, 8., 9,; 5., вообще не лежапия на сторонах угла; вся она 
представлена на (Фиг. 33) въ уменьшенномъ видЪ. р 
Отложивъ отъ вершины О отрёзокъ а на сторонахЪ угла, получаемъ 
точки прикосновевя Т, Т,, Т,, Т; еторонъ угла съ’кривою К. 
Построивь ромбъ НН,Н,Н., стороны котораго отетоятъ на 
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разстояни а отъ еторонъ угла, въ точкахъ В, В., В,, В, получаемъ 
мЪста пересвчензя кривой К со сторонами угла. 


Части ЭТ, Б,Т...... кривой вуть огибаюция лини тзхъ сЪкущихъ, 
которыя пересЪкаютъ стороны угла въ предзлахъ отъ вершины О до 
основашй 7, /,... перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точекъ В, В,... на 
стороны угла. Съ приближенемъ точекъ И, 7... къ вершин О, точки 
В, и 5 приближаются къ Т и наконець эти три точки совпадутъ, когда 
7 совпадетъ съ О, т. е. когда данный уголь АОВ прямой. Тогда точки 
возврата лежать на сторонахъ угла и вся огибающая вписана въ ромбъ 
НН.Н.Н.. 

Очевидно, что хорма и величина кривой К зависять исключительно 
отъ величины угла и длины отр%зка 4. 


Уяснивъ себЪ Форму этой кривой, можемъ приступить къ изелЪдо- 
ванпо вопроса. 

Еели данная точка М лежитъ внё Фигуры, ограниченной кривою К, 
то можно провести всего дв прямыя, удовлетворяюция услов!ю; а такъ 
какъ аналитическое рёшен!е задачи приводитъ къ уравнен!ю 4-й степени, 
то должно предположить, что есть еще два рьшен1я мнимыя. Но если 
данная точка лежить внутри криволинейной Фигуры, то получаются всегда, 
четыре реальныя рёшезя. 


Примъчане 1-е. Когда, выбирая на прямой ОА рядъ точекъ 1, 2, 
ВЕ АИ ‚ доходимъ до такихъ, что еЪкупия, выходящая изъ нихъ пере- 
сЪкаютъ другую сторону ВО подъ слишкомъ острымъ угломъ, такъ что 
пересЪченя неточны, то при продолжен‘ работы слздуетъь выбирать 
дальнзйция точки на прямой ВО, а изъ нихъ переськать прямую АО. 


Примьчане 2-е. Построивъ большое количество с$кущихъ, можемъ 
провести искомую прямую, не вычерчивая самой кривой К. 


Примъчате 3-е. Разсмотрвнная нами задача была рьшена еще въ 
древности греческимъ геометромъ Никомедомъ посредетвомъ конхоиды. 
Ф. Коваржикь (Полтава). 


НАУЧНАЯ ХРОНИНА. 


Новый тинъ электрическихъ часовъ. Въ 1-омъ № „ВаПейп 4е 
1а $06166 пцегпайопа]е дез Еесьлелетз“, за ныв$ шей ох помъщенъ 
рехератъ г. Наполи объ электрическихъ часахъ братьевь Жапи и К° 
въ Париж. Новые электрическе часы ежечасно заводятся магнито-Элек- 
трической машинкой Грамма, якорь которой вращается оть дЪйетвая одно- 
го элемента Лекланше. Электрическе часы братьевь Жапи оемъ, 
чего обыкновенно у такихъ часовъ не бываетъ. Внутреннйя части у но. 
выхЪ часовъ т5-же, что и у обыкновенныхъ, съ тою адишщь разницей, 
что заводный барабанъ одинъ. Отъ часовъ (отъ цызерблата) внизЪъ спу- 
скаетея рама, въ нижней части которой помъщаетея вертикально под- 
ковообразный искуственный магвитъ, полюсами зверхъ. Ёъ полюсамъ 
придвланы расширеня изъ мягкаго желзза, а между ними, на верти- 
кальной оси, вращается кольцо Грамма выше котораго приходится кол- 










лекторъ со щетками. Кольцо Грамма насажено на ось только съ тре- 
н1емъ, но можеть поворачиваться и отдьльно, что и случаетея при 
перерыв тока, когда кольцо вращается н%которое время не повора- 
чивая вала и не вредя заводимой пружины. На вертикальномъ валу 
Граммова. кольца, въ верхней части, находится безконечный винтъ, ко- 
торый заводить часовую. пружину барабана, прикрзпленнаго къ колесу, 
насаженному на холостой стрзлочный валъ. Спиральная пружина бара 
бана, раскручиваясь, приводитъ въ движене якорный спускь и минут- 
ныя колеса. —Во время завода часовъ безконечный винтъ вращаеть бое- 
вое колесо, которое въ это время двлаетъ 13 оборотовъ, изъ которыхъ 
каждый соотвфтетвуеть одному удару молоточка. Молоточекъ задержи- 
вается всяюЙ разъ, какъ онъ сдлалъ нужное число ударовъ. Тринадца- 
тый поворотъ колеса размыкаетъь цъпь, и останавливаетъ вращеше якоря. 
Для приданя двигателю равномзрнаго хода къ валу якоря придзланъ 
регуляторъ, крылья котораго, поднимаясь, замедляютъ движен!е кольца 
и дБлаютъ бой равномврнымъ. УГ. 


Отчеты о зас данляхъ ученыхъ обществъ. 


Засфдане Русснаго Физико-Химическаго Общества въ Спб. 6-го Марта 1890 года. 

Предсфдатель Общества ©. 0. Петрушевсвй предлагаетъ собранйю высказаться 
по поводу показаннаго на прошломь засфдани усовершенствованнаго фонографа 
Эдиссона. Члены Общества, ‚единогласно подтверждають, что фонографъ Эдиссона 
вполнф хорошо передаетъь какъ пе такъ и простую рЪчь. 

По предложеню УП-го съфзда русскихъ естествоиспыталелей и врачей Фи- 
зическое Отдфлеше Общества предполагаеть открыть въ непродолжительномъ вре- 
мени постоянное бюро для провфрки метеорологическихь приборовъ. Въ скоромъ 
времени могутъ быть провфряемы термометры, барометры, анемометры, ареометры, 
разнов$ски, амметры и вольтметры. 

Ч. В. Скржинсый излагаеть о способЪ намотки якоря въ динамо-машин%®. 
лорда Эльфинстона. Способъ обмотки довольно сложный, ибо машина эта по кон- 
струкщи шести-полюсная и прецставляеть собою три отдфльныя машины, соединен- 
ныя между собою параллельно. Онъ же сообщаеть о приборахъ для заряжешя 
аккумуляторовъ. КромБ очень наглядныхь чертежей были ноказаны въ ДЪйстви 
автоматическй прерыватель тока Энштейна, прехохранитель Колокольцова, плоскАй 
ареометръ и др. 

И. И. Боргманъ излагаеть свои соображеня по поводу теори Пойтинга. 

Н. Г. Егоровъ показываеть опыть Лоджа, касающся электрическаго резо- 
нанса. При помощи электрической машины и искромфра заряжають и разряжають 
Лейденскую банку. Другая Лейденская банка, находясь на нфкоторомъ разотояши и 
не соединенная ни съ однимъ изъ выше названныхъ нриборовъ, заряжается” и раз- 
ряжается (даетъ искру между своими обкладками) въ т же моменты кавъ и первая 
банка. Явлен!е это не происходить если измфнить въ одну или другую сторону само- 
индукцю одной изъ лейденскихъ банокъ. 0. Стр. (Сиб.). 






Матем. Отд. Новор. Общ. Естествоиспыт. по вопр. эл. мати ‘физики. Одесса. 16 


Марта 1890 года. 
В. П. Юрасовъ сдфлаль сообщеше „объ умножени и дЪлени дробей въ 
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школьномъ преподаван!и, въ которомъ старался указать форму опредфленйй этихъ 
дЪйстьй, наиболЪе доступную для учащихся, вывести изъ установленныхь опредф- 
ленйй правила, этихъ дЪйствай и объяснить приложене дЪйствЙ къ рьшен!ю задачъ.— 
9. Н. Милятицый сдфлаль нЪсколько зам$чавй объ изображешяхъ въ зеркалахъ.— 
Въ заключене обсуждался вопросъ о секретаряхъ засфданй. Въ рзшене этого во- 
проса, состоявшееся раньше, внесена слфдующая поправка. Р»шено составить спи- 
сов лицъ, желающихъ нести эти обязанности и по этому списку назначать секре- 
тарей, освобождая тавимъ образомь отъ исполнен!я этихъ обязанностей лицъ, 
которыя тяготятся ими. И. Слешинскй (Одесса). 


ЗАДАЧИ. 


№ 44. На шмаметрз круга АВ возьмемъ произвольную точку Си 
черезъ нее проведемъ перпендикулярную къ даметру прямую ММ и двъ 
произвольныя хорды ОЕ и ЕС. Требуется доказать, что прямыя, воеди- 
няющия соотв$тотвенные концы этихъ хордъ (Об и ЕЕ или ОЕ и ЕС), 
пересзкутъ перпендикиляръ ММ въ точкахъ равноудаленныхъь отъ д1а- 
метра АВ. Н. Ооловьевь (Москва). 


№ 45. Черезъ точку М, взятую внутри шара, рад1уса ^ на разстояни 4 
отъ. его центра О, проведены три взаимно перпендикулярныя плоскости. 
Требуется опредвлить сумму площадей круговъ, полученныхъ въ пере- 
съчени шара этими плоскостями. Н. Николаевь (Пенза). 


№ 46. Найти шахипишт 22—9?, если разность ах— у должна оста- 
ваться постоянной. А. Войновь (Харьковъ). 


№ 47. Исключить & изъ уравнений: 
рабт8 а = ша 


бут а=72Соза. 
П. Овъшниковь (Троицкъ). 


№ 48. Въ треугольникъ АВС вписанъ кругь О, касающийся сто- 
ронъ соотвётетвенно въ’ точкахъ С, А,, В,. Проводимъ произвольную 
къ кругу касательную 'ММ и‘черезь центръ О прямыя, параллельныя 
прямымъ А.В,, В.С, и С.А, до ихъ пересвчен1я съ касательной ММ въ 
точкахъ С, А, и В,. Показать, что прямыя, соединяющия эти точки съ 
соотвЪтетвенными вершинами треугольника, пересфкутся въ одной точкЪ. 
Иясковь (Схониыъ У 





ЗАГАДКА ДЛЯ УЧЕНИКОВЪ. 


\\ 

Въ концахъ прямой, опредъленной длины АВ (хиг.) 34); проведемъ 
перпендикуляръ ВС и наклонную АО и отложимъ на нихЪ’равные ‘отр®зки 
ВС—АШ. Соединимъ точки О и С прямою и изъ срединъ прямыхъ АВ 
и ОС возетавимъ перпендикуляры, которые пусть пересзкутея въ точкЪ 
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Фиг. 34. О. Соединивъ О съ точками А, В, Си О, 
имъемъ 


А0—=0В; 20—=0С; 


а такъ какъ по отложеню АШ=ВС, то 
треугольники АОО и ВОС равны; сльдова- 
тельно /ОАШ= ХОВС; прибавляя къ 0бЪ- 
имъ частямъ этого равенства равные угли 
ОАЕ и ОВЕ, находимъ 


ГРАЕ= ХЕВС, 


Т. е. что тупой уголь равенъ прямому. Требуется найти ошибку. 
Призоровекий (Клевъ). 





РЫЬШЕНИЯ ЗАДАЧЪ. 


№ 435. Въ окружность, центръ которой въ О и ражусъь которой В,, 
вписанъ треугольникь АВС. Бисеекторъ угла А пересЪкаетъ въ А, 
сторону ВС и разлагаеть треугольникъ АВС на два треугольника АВА, 
и АСА,. Пусть Р центръ окружности, описанной около одного изъ нихь, 
 — центръ окружности, описанной около другого. Доказать, что 





ОВ Ь те 
Чтобы найти центры окружностей, описанныхъ около треугольников 
Фиг. 35. АВА, и АСА,, изъ центра О —окружности 


описанной около треугольника АВС (Фиг. 35) 

р № опустимъ перпендикуляры на АВ и АСивь 

/ |\ р срединз М биссектора АА’ возставимъ къ 

[+ № АА’ перпендикуляръ, точки пересЪчен1я ко- 

.. тораго съ перпендикулярами къ АВ и АС 

РЕ т Хх будуть центрами Р и Т окружностей, опи- 


М санныхъ около треугольниковъ АВА'и АСА`. 
| № Въ треугольникв ОРТ уголь РТО равенъ 


7 Ао 2 с углу А’АС (по перпендикулярности сторонъ, 
ЖИ нет ж составляющихъ эти углы). По той же при- 
В` Ме рб чинь 


СОР вАА, 
Такъ какъ 





/ВАА’= САЛА’, 
тои 


ХРТо= ХОРТ 


и треугольникь ОРТ равнобедренный, а потому РОТ. Треугольники 
АТО и АА’В подобны, потому что 


/В= ХАОТ и АНУ, 


\\ 
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Посльдне углы равны, такъ какъ равны углы дополняющ1е ихъ 
до двухъ прямыхъ. Изъ подобя треугольниковь АВА’ и АОТ слёдуеть 


ОТ:АО—=А'В:АВ 





но 
С пр. 46 
А0=8, А’В=-, и 
и 
АВ-=с, 
слъдовательно 
БОР Е: 
фе 


С. Блажко (Москва), Н. Николаевь (Пенза), П. Свъшниковь (Троицкъ). Уче- 
ники: 1-й Сиб. г. (7) А. К., 2-й Тифл. г. (6) М. А., Могил. г. (8) Я. 9., Ворон. 
ВЕ ПРИЛ У. МЫ. В. 


№ 437. Рьшить систему уравнешй 
ВЕЕТ УЗ, 
в? ах? ня у-Рау-Н с 
дут у). 
Освободивъ первое уравнеше отъ знаменателей, приведемъ его къ 
виду 
олу(а- уаз ЬЗ(и- уе А БЫ 
ав и-Ну)-. 


Подеставимъ сюда т(#-у) вмфето ху, тогда, сгруппировавъ веЪ 
члены въ одной части, найдемъ 


А(-Ну Е В(а-Ну)-Е5=0, 
вы 
Аист т», 
В=а6*-Ра?т— 625 —252т—Заст. 


Отсюда найдемъ два значеная для 2-9. Пусть эти значеня будутъ 
8, И 3,. Тогда 


ху=тз, или 4у=т$.. 





Зная же 2у и ху, легко опредвлить хи У изъ уравненй: : 





2—3, 2--т8,=0, 
или 





,=0. 


Н. Карповь (Лубны), П. Свюшниковь (Троицкъ), Айтемьевз (Спб.), Н 
Соболевскй и С. Блажко (Москва), с. Кричевский (Ромны).”Ученики: Кам. -Под. 5р 
(7) Я. М. и Е. К., Ворон. к. к. (1) Н. В. 
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№ 551. НЪкоторое число лицъ взаимно обмфнялись визитными кар- 
точками. Сколько’ было лицъ, если для этого понадобилось 50 дюжинъ 


карточекъ? 
Если число возхъ лицъ д, то каждый отдаеть х—1 карточку, 


слЪдовательно 
(2—1)=-12.50=24.25 
откуда 
9. 


Ученики: Вев. р. уч. (7) Л. А., Вурск.г. (7) Н. Б., Е.П. и В. Х., (8) С. Г., 
Троицк. г. (7) Н. Г., Тверск. р. уч. (5) И 4., (7) М. Н., 2-й Тифл. г. (7) М. А 
Спб. Ек. ц. уч. (7) В. М., Великол. р. уч. (6) А. В., Урюи. р. уч. (7) И. У, 
Ворон. к. к. (5) И. В., (71) В. В. и РГ. У. 


№ 554. Решить уравнене: 
2‘--2 аа (а? А)-РАах--В=0. 
Данное уравнене можеть быть написано въ такомъ видф: 
2(4?—Зах--а?)—Аз(я—а)-ЕВ=0, 
или 
[2(2— а)]?— Аз(2—а)-- В=0, 
отеюда 


+ А>— 
#(т-а)== А = пав 


и, наконецъ, 
> а-- У а*—А--2у ав 
И. Л 


Ученики: 2-й Тифл. г. (7) М; А., Ворон. к. к. (7) Н. В. и Г. У., Урюп. р. 
уч. (7) П. У-ъь, Курск. г. (7) Н. Б., Е. П. и В. Х. 


ОПЕЧАТКА. 


Въ рецензи А. Щ. („Начала Алгебры“ П. И. Малковскаго) на, стр. \ Въ 
17-ой строкЪ сверху вмфето слова иеоремы должно быть термины. АУ 
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